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研究成果の概要（和文）：複素領域での多項式係数の線型常微分方程式論は歴史が古いが、分数階微分にもとづ
くFuchs型方程式の変換をmiddle convolutiontとして定式化したN.Katzのリジッドな方程式の研究以降，新展開
をみせている。方程式の特異点の位置も変数とみなして多変数化することにより，古典的なAppellの超幾何を含
む多変数のKZ方程式が得られる。当該研究では、KZ方程式に対してこれらの変換を用いた新たな視点での解析を
行い、方程式の構成、解の積分表示、モノドロミー群の既約性などの基本問題を統一的に解明するとともに、元
の常微分方程式の解の性質も明らかにした。
研究成果の概要（英文）：Theory of linear ordinary differential equation with polynomial coefficients
 has a long history. In the study of rigid local system N. Katz introduced and formulated a 
transformation by fractional derivatives as a middle convolution.  After his work there happens a 
novel development in the theory.  Regarding the positions of singular points of the equations as new
 variables, we obtain KZ equations with several variables including Appell's hypergeometric 
equations.  Applying this transformation to these equations, we analyze fundamental problems for 
these equations.  For example, we construct these equations, give integral representations of their 
solutions, obtain the conditions of their irreducibility and moreover give a structure of the 
solutions of the original ordinary differential equations.
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１． 研究開始当初の背景 
(1)複素領域の線型常微分方程式は古典的研
究対象であったが，rigid local systems を決
定する問題が N. Katz によって  middle 
convolution という操作を導入することによ
り解かれ、新たな進展が始まった。まず、リ
ジッドでない場合にも特異点での局所的な
情報を満たす既約な Fuchs 型方程式や関数
が 大 域 的 に 存 在 す る か 、 と い う 
Deligne-Simpson 問題が研究された。 
Schlesinger 型の一階システムの場合は
Dettweiler-Reiter による行列での解釈の後、
Crawley-Boevey によって箙の表現の問題に
帰着して解決され、 Kac-Moodyルート系と
の対応が発見された。 
 
(2)研究代表者は、単独高階の線形常微分方程
式の場合に、スペクトル型と一般 Riemann 
scheme を定義し、 middle convolution に
あたる操作を、１変数の Weyl 代数上の変換
として与え、単独 Fuchs 型方程式の一般モ
デルの具体的構成を行った。Fuchs 型線型常
微分方程式の空間に、ある Kac-Moody ルー
ト系の Weyl 群が変換群として作用するこ
と、およびアクセサリー・パラメータの数を
固定するとその群の有限軌道になることを
示し、 Fuchs 型方程式の解の積分表示、ベ
キ級数表示、接続係数、既約性、分類問題、
隣接関係、多項式解などの古典的問題につい
て決定的結果を得ていた。さらに進めて多変
数の場合や不確定特異点を持つ場合も含め
て統一的に扱うことが本研究の動機であっ
た。 
 
２． 研究の目的 
(1)多項式係数の一般の線型常微分方程式に
対し、不確定特異点の場合も含め、
Kac-Moodyルート型のWeyl群の作用とみな
せる変換などを通して、スペクトル型や積分
表示の存在に注目して、解の大域的性質を明
らかにするとともに、合流操作、モノドロミ
ー保存変形、ホロノミックな線型偏微分方程
式の場合へ結果の拡張を行い、特殊関数の研
究や表現論、積分幾何などへ応用する。 
 
(2)研究が進んでいる middle convolutionの
みならず，Laplace 変換や多変数の場合に現
れる各種の変換の代数的性質を明らかにし、
特に多変数の場合に常微分方程式の場合の
ような一般的理論を作る。 
 
(3)研究を進めていく上で必要な微分作用素
や行列の計算や結果の可視化のための数式
処理のプログラムを開発し、他分野でも役立
つようにマニュアルを含めて整備して公開
する。 
 
３． 研究の方法 
(1)研究代表者が中心となって研究を行うが、
テーマに応じて分担者や協力研究者との共
同研究を行う。東京大学などにおいて分担者
および連携研究者と協力して，定期的に「古
典解析セミナー」と「表現論セミナー」を開
催して、講演、討論、共同研究を行うととも
に、関連分野の研究者との情報交換を行う。
さらに、関連研究者が集まって集中的な議論
を行うためのワークショップを毎年 2∼4 回
程度企画し、開催する。また、国内の数理解
析研究所などや海外で行われる関連分野の
研究集会に参加し、最新の情報を得るととも
に研究成果を発表する。 
 
(2)当該研究において真理を見いだして一般
的な結果を得るまでには、いくつかの基本的
な例について微分作用素環での計算が必要
であり、それには計算機による数式処理利用
する。 
 
４． 研究成果 
(1) 特異点が 4点以上ある Fuch型の rigid
な方程式は、自然に古典的な Appellの超幾
何を含む多変数の超幾何微分方程式とみな
せることが分かり、多変数の超幾何関数に対
しても従来の常微分方程式で確立した理論
が適用できることが分かった。それにより、
微分方程式の構成やそれのルート系による
分類、解の表示、モノドロミー群の既約性な
どが従来の成果を発展させることによって
具体的に解析可能になった。 
 
(2) リジッドなFuchs型常微分方程式の可約
条件を組み合わせ論的に容易に決めるアル
ゴリズムを与えた。その可約条件をルート系
の観点から3種類に分類し、方程式が見かけ
の特異点をもたない既約成分を持つ条件と
の関連を明らかにした。 
 
(3) 多変数の超幾何微分方程式で、モノドロ
ミー群は既約であるが方程式が直積型に分
解し，より易しい方程式に帰着される現象と
その原理を発見した．最も簡単な場合は
Appellの F4でそのような分解の例がある。
これはある変数に対してrigidな常微分方程
式とみたときの可約条件の3種類のうちのあ
る一つが現れることに対応していることを
示した。 
 
(4) 物理学者からの問題として挙げられて
いた |q|=1における q-超幾何級数の収束に
ついて基本的な結果を得た。たとえば，|q|=1 
の中で，ルベーグ測度零の集合を除いて収束
半径が1であることが分かった。 
 
(5) 常微分方程式の研究から偏微分方程式
を含む場合に、研究対象が拡大した。その具
体的計算のため、偏微分作用素環の元を成分
に含む行列やPfaff系の各種変換に対する計
算が必要になり、そのため数式処理システム
Risa/Asirのライブラリの拡張に着手し、そ
れを使っていくつかの新しい例や新たな発
見を得ることができた。たとえばモノドロミ
ー群の既約性のみでは分からない方程式の
ある種の可約性の記述や、切り口に現れるリ
ジッドではないが興味深い常微分方程式の
導出などである。今後の研究に役立たせるこ
とを目的としてRisa/Asirの関連するプログ
ラムの開発を進め、特に視覚的にも綺麗に出
力させる関数を作成して公開した。 
 
(6) 4点以上の特異点を持つリジッドな
Fuchs型方程式は、特異点の位置も変数とみ
なすと、多変数の KZ型超幾何微分方程式を
満たす。KZ方程式に middle convolution を
作用させたときの各留数行列の固有値の変
化の記述が未解決問題として残されていて、
これが多変数の場合の理論発展の妨げとな
っていた。積分可能条件に対応して低次元の
特異点での様々な留数行列が互いに可換と
なるが、これらの可換行列の組に対する同時
固有空間分解の情報が重要であり、それをも
とに middle convolutionを作用させた後の
固有値が記述されることを示すことによっ
て、未解決であった問題を解いた。これは当
研究における最大の成果であって、それ以降
の研究の飛躍的進展を促す原動力となり，こ
の進展は当該研究終了後も続いているが、当
該研究中での進展を以下に述べる。なお、こ
の同時固有値分解の計算も数式処理上で実
現した。 
 
(7) KZ型方程式に対し，確定特異点において
確定特異点型の境界値を取ることにより、よ
り少ない変数の KZ型方程式が現れる。この
ような制限を経由して、多変数 KZ型超幾何
微分方程式の接続問題を具体的に容易に解
く方法を与えた。また，Jordan-Pochhammer
方程式のように、リジッドな常微分方程式の
確定特異点の周りでの局所モノドロミーに
重複度がある場合でも、特異点を合流させた
ときの解の漸近挙動で重複を分離できる場
合が多く、今まで記述が困難であった重複度
がある場合のリジッドな常微分方程式の接
続問題の定式化と具体的計算手法を与えた。
また、境界値を取ることにより、リジッドで
ないが解析可能として知られていた
Dotsenko-Fateev方程式やそれを一般的に拡
張した方程式が系統的に得られることが分
かった。 
 
(8) さらにこのような枠組みで，いくつかの
例が知られているだけで統一的理解ができ
ていなかった不確定特異点を持つ多変数の
KZ型超幾何関数の開折と合流について，積分
表示などの一般的な取り扱いが可能になり，
これは今後，リジッドな多変数の不確定型特
異点をもつ超幾何関数の理論が発展してい
く端緒となるものと期待できる。たとえば、
リジッドで分岐のない不確定特異点をもつ
多項式係数の線型常微分方程式は、KZ拡張を
持ち、そのPfaff系方程式のよい基底や表示
を与えることができた。 
 
(9) KZ方程式の空間には、変数の対称性に基
づいて置換群が作用している。Middle 
convolutionと additionによる変換は星形
Kac-Moodyルート系のWeyl群の作用とみなせ
るが，さらにこの置換の作用とを合わせた大
きな変換を導入した。リジッドな常微分方程
式の KZ拡張を基にしても、これらの可逆変
換を施していくと、どの変数からみてもリジ
ッドでなくなることが普通に起こる。これら
を合わせた変換を統制する群についてはま
だ解明されていない点が多いが、線型常微分
方程式の KZ拡張とこれらの変換と制限と組
み合わせると、線型常微分方程式に限っても、
従来より遙かに広い変換が手に入ったこと
になる。これらの変換の軌道で自明な方程式
を含むものを明かにすることは、今後、研究
すべき興味ある問題の一つと考えられる。 
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